Calculo 2 des complica
Derivadas de Fungoes Vetoriais
Professor: Gustavo Adolfo

Resumo

Definigao de Derivada
Definigdo: a derivada de uma fungéo vetorial r(t) = f(t) i + g(t) j + h(t) k é:

r'(t) = lim

c—-0

r(t+c)—r(t)
c

/\ r(t+c)—r(t)

r(t) r(t+c)

Figura 1. Fungao Vetorial.

Sendo 7'(t) o vetor tangente ao ponto P.
Teorema: Se as fungdes f, g e k sdo diferencidveis, entéo:
O =fOi+g®Oj+rRDk

Demonstracao:

_rt+o)—r@®) | [ft+i+gt+o)j+ht+)k]=[f@©)T+g(t)]+h®) k]
lim = lim =

c—=0 c c—=0 c

[f(t+62—f(t)] P+l [9(t+62—g(t)]j+

lim k=f®)i+g®j+rt)k

c—0

lim
c—-0

lim
c—-0

h(t +c) — h(t)
B
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Calculo 2 des complica

Ex.1: Encontre a derivada da fungéo vetorial r(t) = (1 +t3) i+ t-e ¢ j+sen(2t) k

Resolugao:
Estudando cada uma das componentes:
fO=0+¢t)= f'(t) =3¢
gt)=t-et= gO=¢t—t.et=¢t-(1-1t)
h(t) = sen(2t) = h'(t) = 2cos(2t)
Logo,
() =3t2i+et-(1—1t)]+ 2cos(2t) k

Ex.2: Encontre o vetor tangente unitario quando ¢t = 0 para a fungéo r(t) do exemplo anterior.

Resolugao:

Aplicando o valor de t = 0 no vetor encontrado no exemplo anterior:
) =0i+1j+2k

0 médulo desse vetor é igual a:

Ir'(0)| = V5

Logo, o vetor tangente unitario é igual a:
r'(0) V5 2v5
XOIN < ;??)

Ex.3: Encontre as equacgdes paramétricas da reta tangente a curva C:(x,y,z) = (2cos(t),sen(t),t), t € R,
no ponto (0,1,7/2).

Resolugao:
O vetor diretor da curva é:
r(t) = (2 cos(t),sen(t),t)

Derivando cada uma das componentes:
f(©) =2cos(t) = f'® = —2sen(t)
g(t) =sen(t) = g'® = cos(t)
h®) =t=h()=1
Logo,

r'(t) = (—2sen(t), cos(t), 1)
Para obter o vetor tangente a curva no ponto (0,1, /2) basta aplicar o valor de t correspondente a esse
ponto na fungéo vetorial.

Como z = g =te2cos (g) =0 esen (g) = 1, o valor de ¢ correspondente a esse ponto é g Logo,

r (g) = (=2,0,1)
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Regras de Diferenciagao

Dados u e v duas fungdes vetoriais diferencidveis, c um nimero real e f uma fungao real de variavel real,
temos que:

a) —[u(t) +v(®)] = w'(®) +v'(®)

b) %[c-u(t)] =c-u'(t)

0) SIF@® - u®] = f/() - u® + () -w'(®)

d) =[u() - v()] = W) - v() +u(®) - v'(t)

e) < [u(®) x v(t)] = w'(t) x v(t) + u(t) x v'()

f) Regrada Cadeia: % [u(F )] =u'(f () - f'(@®)

Ex.4: Encontre a derivada da fungéo vetorial u(t) - v(t), sendo u(t) = sen(t) i+ cos(t) j+tk e
v(t) =t i+ cos(t) j+sen(t) k

Resolugao:
Derivando cada um dos vetores separadamente. Primeiro o vetor u(t):
fi(®) = sen(t) = f;'(t) = cos(t)
g1(8) = cos(t) = g,'(t) = —sen(t)
h®)=t=>h'(t)=1
Logo,
u'(t) = cos(t) i—sen(t) j+ 1k
Agora o vetor v(t):
LO=t= f'O=1
92(t) = cos(t) = g,'(t) = —sen(t)
h,(t) = sen(t) = h,'(t) = cos(t)

Logo,
v'(t) = 11— sen(t) j + cos(t) k

A derivada do vetor u(t) - v(t) sera:

Eu®  v(©] = w0 v +u(®) V) =

%[u(t) -v(t)] = (t - cos(t) — sen(t) cos(t) + sen(t)) + (sen(t) — sen(t) cos(t) + t- cos(t))
%[u(t) -v(t)] =t cos(t) + sen(t) — 2sen(t) cos(t) + sen(t) + t- cos(t)

%[u(t) -v(t)] =t cos(t) + sen(t) — sen(2t) + sen(t) + t - cos(t)

%[u(t) -v(t)] = 2t - cos(t) + 2 sen(t) — sen(2t)
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Integral de uma Fungao Vetorial

Sejar(t) = f(t) i+ g(t) j + h(t) k uma funcdo vetorial, entdo sua integral definida é:
b b b b
f r(t)dt = <f f(t)dt) i+ <f g(t)dt) i+ U h(t)dt)l?

Ex.5: Encontre a integral da fung&o vetorial 7(t) = 2 cos(t) i + sen(t) j + 2tk entre os pontos t =0 e t =
/2.

Resolugao:
Aintegral é igual a:

/2 /2 /2 /2
dt = 2 dt | i dt)j 2tdt |k
fo r(t)dt (fo cos(t) t) i+ (J; sen(t) t) j+ <f0 t t)

/2
J r(t)dt = (2sen(®)IF*) 1+ (—cos(®)[F?) j + (£2[F/*)k
0

/2 7.[2 R
j r(t)dt=2(1—0)i—(0—1)j+<7—0>k
0

/2 7'[2,\
J T(t)dt=2§+1j+—k
o 4

Ex.6: Encontre a fung&o vetorial (t), sabendo que r'(t) = 2t i + 3t? j+Vtker(1) =i +].

Resolugao:
A integral indefinida é igual a:

r(t) = fr'(t)dt = (f tht) i+ (f 3t2dt) i+ (fx/?dt)l%

2 -
r(®) = Jr,(t)dt =t i+t3f+§\/§k+c

Comor(l) =i+

2
r(1)=fr’(t)dt=1i+1j+§k+C=i+j

Logo,

6—212
)

Entdo, a fungéo vetorial r(t) é igual a:
2 ~
r(t) = t2i+t3j+§(\/t_3— 1) k
Ou, simplificando...

2 -
r(t) =t2i+t3j+§(t\/f—1)k
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